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1. Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators (20)
Der Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten ist gegeben durch
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(a) Berechne in dieser Darstellung die Kommutatoren: [L2,L3], [L±,L3].

(b) Die Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators sind die Kugelflächenfunktionen
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die Legendrepolynome sind. Zeige die Eigenschaften
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Hinweise:
Für (2) ist es sinnvoll zunächst zu zeigen, dass die Legendre-Funktionen Pm

l (x) Lösung der DGL
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sind. Zeige zunächst, dass die Legendrepolynome Lösung der DGL
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sind. Definiere ξ(x) = (x2 − 1)l und zeige (x2 − 1)ξ(1)(x) = 2lxξ(x). Differenziere diese Gleichung nun (l + 1)-
mal. Differenziere (5) nun m-fach (m ≥ 0) nach x und setze für ξ(x) Pl(x) ein. Mit der Substitution τ(x) =
(1− x2)m/2∂mPl(x) ergibt sich
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Folgere nun, dass die Legendre-Funktionen Lösung der DGL (4) sind. Für negative m kann die Relation (ohne
Beweis)
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genutzt werden um zu zeigen dass auch Pm
l fur m < 0 die DGL lässt.

Für den Fall L− in (3) verwende das Resultat für L+ und drücke L−L+ durch L2 und L3 aus.


